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Аннотация: В работе рассматривается задача расчета температурного 

поля в стержне при наличии фазовых превращений одномерной задача 

Стефана на основе метода искусственной гиперболизации. На основании 

метода Галеркина для нестационарных задач строится численный 

аналитический метод решения задачи Стефана. Эффективность численного 

метода иллюстрируется серией вычислительных экспериментов.  

Результаты работы могут найти применение в научных исследованиях 

по физике, химии, биологии, а также в медицине (задача криохирургии). Это и 

определяет научную новизну и практическую значимость полученных 

результатов. 

Ключевые слова: моделирования, метод искусственной 

гиперболизации, одномерная задача Стефана, точка фазового перехода, метод 

Галеркина. 

Введение. Математическое моделирование как метод познания реальной 

действительности получило в последнее время широкое распространение в 

связи с исследованием сложных объектов, изучаемых в химии, биологии, 

физике и других науках, а также благодаря стремительному развитию 

вычислительной техники, позволяющей осуществлять собственно 

моделирование и получать необходимые практические результаты. В 

частности, развитием вычислительной техники появилась возможность 

получать при помощи вычислительного эксперимента достаточно 

достоверные данные о тепловых процессах, изучение которых в лабораторных 



или натурных условиях очень сложно, иногда просто невозможно и всегда 

требует значительных затрат средств и времени. Суть метода 

вычислительного эксперимента выражается триадой ≪модель - алгоритм - 

программа≫, что предполагает решение трех взаимосвязанных задач: 

построение математической модели, разработка алгоритма решения и 

составление компьютерной программы для его численной реализации [1]. 

В связи с этим представляется актуальным исследование реальных задач 

теплообмена при помощи вычислительного эксперимента, включая 

построение качественных и приближенных математических моделей 

изучаемых объектов, позволяющих прогнозировать, регулировать и управлять 

температурными режимами инженерных сооружений. В данной работе 

разработанные вычислительные алгоритмы используются для решения задач 

тепловой защиты автодорожного полотна, искусственного замораживания 

грунта и аккумулирования теплоты с использованием фазовых превращений 

≪плавление - затвердевание≫. Общим в этих задачах является тепловая 

инерционность отдельных элементов рассматриваемых систем, использование 

которой позволяет управлять теплообменными процессами [2, 3]. 

В работе [4] рассматривается моделирование процессов 

тепломассопереноса, которые сопровождаются изменением агрегатного 

состояния среды (например, её плавлением или затвердеванием), вызывает 

необходимость решения задачи Стефана. Кроме того, интерес к задаче 

Стефана возникает при моделировании переходов «жидкая фаза – пар» во 

влажном материале. В частности, решение задачи Стефана имеет большое 

значение для строительства, поскольку ею описывается значительное 

количество процессов, реально происходящих в конструкциях здания во время 

его эксплуатации. 

Особенностью данной задачи является переменный размер области, в 

которой исследуется температурное поле. Это следствие того, что имеется 

подвижная граница раздела фаз. Изучение поведения границы раздела с 

течением времени и составляет основную цель решения задачи. Отметим 



также, что физические свойства среды при переходе через границу фазовых 

превращений (в нашем случае это теплопроводность) изменяются 

скачкообразно. Таким образом, задача Стефана характеризуется существенной 

геометрической и физической нелинейностями, что крайне затрудняет её 

решение. Общие аналитические решения этой задачи при произвольной форме 

области и различных температурных режимах на границе не известны. 

Известны лишь некоторые частные решения в одномерной задаче [4-7]. 

В работах [8-10] исследовано математическая модель задачи 

включающие волновое уравнение нестационарного распространения тепла с 

учетом фазового превращения. Это уравнение дополняется краевыми 

условиями, определяемыми характером сопряжения тепловых потоков. 

Поэтому разработка новых методов математического моделирования и 

численного анализа задачи Стефана является актуальной научной проблемой.  

В данной работе рассмотрена проблема математического моделирования 

и численного анализа фазовых превращений на примере одномерной задачи 

Стефана на основе метода искусственном гиперболизации. Для решения 

задачи предлагается приближенный аналитический метод с использование 

метода Галёркина, с помощью которого были получены численные значения 

волнового температурного поля и приближенное уравнение границы фазового 

перехода. 

Целью настоящего исследования является разработка математических 

методов решения задачи математического моделирования и численного 

анализа фазовых превращений на примере одномерной задачи Стефана на 

основе метода искусственной гиперболизации. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

задачи: 

- сформулировать задачу компьютерного моделирования и численного 

анализа процесса фазовых превращений; 

- разработать метод решения задачи расчета волнового температурного 

поля при фазовых превращениях; 



- разработать программный продукт, автоматизирующий решение 

расчета волнового температурного поля при фазовых превращениях; 

- провести вычислительные эксперименты для различных параметров 

модели; 

- провести анализ адекватности полученного решения. 

Постановка задачи. Фазовыми превращениями называют переход 

вещества из одной фазы в другую при изменении состояния системы. При 

этом фаза – совокупность телесных объектов, имеющих определенный 

химический состав и термодинамические свойства, отделена от других фаз 

поверхностью раздела [4, 11, 12]. Основной характеристикой фазовых 

превращений является температура, при которой фазы находятся в состоянии 

термодинамического равновесия (точка фазового перехода). 

Имеется классификация фазовых переходов, согласно которой для 

фазовых переходов первого рода характерно, что в точке фазового перехода 

наблюдается выделение или поглощение тепла и изменение объема. 

С точки зрения изменения термодинамических параметров, к фазовым 

переходам первого рода относятся те, которые характеризуются равенством 

удельных энергий Гиббса (термодинамических потенциалов) обеих фаз в 

точке фазового перехода, при том, что первые производные энергии Гиббса по 

температуре и давлению претерпевают скачкообразное изменение. 

Стоит отметить, что в точке фазового перехода на температурной 

зависимости энтропии удельного объема, а также энтальпии имеется разрыв. 

К таким процессам относятся, например, превращение твердого тела в жидкое 

(плавление) и обратный процесс (кристаллизация), жидкого – в пар 

(испарение, кипение), одной кристаллической модификации – в другую 

(полиморфные превращения) и т.д. [11, 12]. 

К фазовым переходам второго рода относятся переходы, 

сопровождающиеся скачком вторых производных энергии Гиббса по 

функциям состояния в точке превращения. К этому классу фазовых переходов 



можем отнести процессы перехода нормального проводника в 

сверхпроводящее состояние, ферромагнетика – в парамагнетик т.д. [11,12]. 

Рассмотрим одномерную однофазную задачу Стефана [4, 6]. Возьмем 

отрезок L][0,= , который точкой )t(x =  (граница фазового перехода), 

0)0(   разбивается на две подобласти: 

   Lx)t(x)t(,)t(x0x)t( == −+  . 
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а для определения волнового температуры в твердой фазе рассматривается 

волнового уравнение теплопроводности вида (однородная среда) 
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Дополним уравнение (1) начальным условием: 

0TT 00t1 =
=

,                                          (3) 

Пусть левый и правый концы поддерживаются при заданной 

температуре: 

0Lx2c0x1 TT,TT ==
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.                                    (4) 

На границе фазового перехода выполнены следующие условия: 
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Постоянная γ связана с энтальпией фазового перехода [6]. 

В сформулированных предположениях о граничных и начальных 

условиях в однофазной задаче Стефана (1) – (6) скорость движения границы 

фазового перехода (
dt

d
vn


= ) положительна, т.е. область жидкой фазы 

постепенно расширяется. Монотонное возрастание функции ξ(t) следует из 

принципа максимума для гиперболических уравнений. 

Применение метода Галёркина. Для решения задачи (1) – (6) 

применим метод Галёркина [13]. Сделаем в задаче (1) – (6) замену 

t)u(x,(x)t)T(x, += ,                                          (7) 

где t)u(x,  – новая неизвестная функция, а )x(  – функция, удовлетворяющая 

условиям 
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Можно, например, взять 
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При таком выборе функции )x(  получим, что t)u(x,  является решением 

задачи 
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Согласно методу Галеркина решение задачи (8) – (13) будем искать в 

виде 
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где n,,2,1k),t(ck = – неизвестные функции; n,,2,1k),x(k = – 

координатные функции. 

В качестве координатных функций можно взять, например, 
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где )z(Pm – полиномы Лежандра. 

Подставив (14) в уравнения (8), (9), получим невязку 













−+

−+

=

−

=


=

+

=


=











x,
dx

)x(d
)t(c)x())t(c)t(c(

x,
dx

)x(d
)t(c)x())t(c)t(c(

)c,,c,c,t,x(R
n

1k
2

k
2

k

n

1k
k

'
k

"
k

n

1k
2

k
2

k

n

1k
k

'
k

"
k

n21n  (15) 

Функции )t(c,),t(c),t(c n21   найдем из условия ортогональности 

невязки (15) функциям )x(,),x(),x( n21   : 
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После преобразований (16) примет вид 
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где обозначено 
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Подставив (14) в начальное условие, получим невязку 
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Числа )0(c,),0(c),0(c n21   найдем из условия ортогональности невязки (18) 

функциям )x(,),x(),x( n21   : 
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Итак, начальные условия n,,2,1k),0(ck = , для (17) получим, решив 

систему линейных алгебраических уравнений, которая получается из условий 

(19): 
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Известно, что для задачи Стефана на полупрямой фронт фазового 

перехода распространяется по закону td)t( =  [6]. В нашей задаче 

зависимость ξ(t) будем искать именно в таком виде (можно выбрать параметра 

15

2
d

+
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15

15
d
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−
= ). Для нахождения параметра α была использована 

аппроксимация методом наименьших квадратов на основании условий (12), 

(13) и полученного приближенного по методу Галёркина решения. 

Выводы. Впервые предложен метод расчета волнового температурного 

поля при фазовых превращениях, основанный на применении численно-

аналитического метода Галёркина, что позволило получить приближенное 

решение задачи в аналитическом виде. В ходе выполнения исследований 

также был разработан программный продукт в пакете  Matlab, с помощью 

которого проведен ряд вычислительных экспериментов. 
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