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К ТЕОРИИ МЕЛКОМАСШТАБНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ. ЗАКОН 

КОЛМОГОРОВА “ДВУХ ТРЕТЕЙ” В СВЕТЕ ЗАМЕЧАНИЯ ЛАНДАУ 

 

Аннотация: Представлен математический аппарат теории автономного 

статистического моделирования мелкомасштабной структуры развитых 

турбулентных течений, неоднородность которой обусловлена эффектами 

внутренней перемежаемости. Результаты верификации теории, выполненной в 

свете «казанского» замечания Ландау на примере закона Колмогорова «двух 

третей», показали ее хорошее соответствие известным опытным данным.  

Ключевые слова: теория, мелкомасштабная турбулентность, закон 

Колмогорова, перемежаемость.  

 

Введение  

Как известно, теория мелкомасштабной турбулентности А.Н. 

Колмогорова [1, 2] содержит проблемы, связанные с ее физической основой, а 

именно – с принятием постулата о локальной изотропии мелкомасштабных 

флуктуаций скорости. Результатом такого постулата стали неувязки с 

экспериментальными данными, согласно которым мелкомасштабная структура 

развитых турбулентных течений в общем не является локально однородной, 

[3, 4]. Главным образом такие неувязки относятся к коэффициентам 

пропорциональности структурных функций, теоретические значения которых 

считаются универсальными, тогда как на практике наблюдается их 

значительный «разброс». Причиной указанных неувязок является то, что 

феноменология мелкомасштабной локально однородной, изотропной и 

статистически стационарной турбулентности Колмогорова (короче – локально 

изотропной [5]) не была увязана с эффектами перемежаемости, [6, 7, 8].  
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Впервые на значимость таких эффектов указал Л.Д. Ландау, которое 

известно теперь как «казанское замечание Ландау» [7, 9]. Суть этого замечания 

в настоящее время сводится к тому, что в результате перемежаемости 

различных диссипативных полей внутри турбулентной жидкости (это явление 

было обнаружено Бэтчелором и Таунсендом [10] и названо «внутренней» 

перемежаемостью) мелкомасштабная структура развитых турбулентных 

течений «становится» локально неоднородной, а коэффициенты структурных 

функций Колмогорова, – не универсальными. В то же время многочисленные 

опытные данные свидетельствуют о хорошем соответствии закона Колмогорова 

двух третей с универсальным постоянным значением «коэффициента 

Колмогорова». Однако такое «универсальное постоянное» значение 

коэффициента Колмогорова противоречит замечанию Ландау. Наша задача – 

вскрыть такое противоречие на примере закона Колмогорова двух третей.  

В работе [11] наряду с понятием «турбулентной жидкости» было введено 

понятие «диссипативной жидкости». Отличительной особенностью этой 

жидкости является то, что в соответствии с данными [10] внутри этой жидкости 

реализуется феноменология мелкомасштабной турбулентности Колмогорова. 

Такой подход позволил учесть не только явление «внешней» перемежаемости 

крупномасштабных (энергосодержащих) флуктуаций турбулентной жидкости, 

но и явление «внутренней» перемежаемости мелкомасштабных 

(диссипативных) флуктуаций диссипативной жидкости. В результате была 

получена функциональная зависимость коэффициентов структурных функций 

от величины коэффициента перемежаемости диссипативной жидкости.  

Цель данной статьи – представить результаты верификации теории 

ASMTurbS (как математического аппарата автономного статистического 

моделирования неоднородной мелкомасштабной структуры развитых 

турбулентных течений) в свете «казанского» замечания Ландау на примере 

закона Колмогорова двух третей. 
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Математический аппарат теории  

Согласно замечанию Ландау, в развитом турбулентном потоке 

мгновенная величина   
     ⁄    ⁄  и, поэтому, ее статистическое среднее 

〈  
 〉 〈   ⁄ 〉   ⁄ , [6]. При этом продольные структурные функции n-ого 

порядка  

        〈  
 〉 〈   ⁄ 〉   ⁄  

 

(1)  

 

Отсюда следует, что 〈   ⁄ 〉  〈 〈 〉       ⁄ 〉, т.е. в отличие от К41 [1] влияние 

флуктуаций диссипации на структурные функции высокого порядка должно 

учитываться. Однако при вычислении 〈   ⁄ 〉 в (1) возникает проблема, – 

процесс вязкой диссипации происходит в «узких» областях, их объём при 

     стремится к нулю [6] и, следовательно, предельные значения 〈   ⁄ 〉 

нельзя найти (вычислить или измерить для    ); в то же время 

статистическое среднее 〈 〉 не зависит от    [6, 7] и, поэтому, значения 〈 〉  ⁄  

могут быть найдены. Для решения этой проблемы Колмогоров предложил 

уточненный вариант теории К41 [1], известный теперь как теория К62 [2], 

основанный на преобразовании  

〈  
  ⁄ 〉  〈 〉  ⁄     ⁄    

 

(2)  

 

где            – величина диссипации, полученная в результате «частичного» 

усреднения Обухова по малому сферическому объему с радиусом  , [12]. 

Согласно понятию диссипативной жидкости [11], введенному в теорию 

автономного статистического моделирования мелкомасштабной структуры 

(далее для краткости – теория ASMTubS), а также принятым в [11] гипотезам, 

условные структурные функции n-ого порядка в диссипативной жидкости  
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где преобразование 〈  
  ⁄ 〉  〈  〉 

  ⁄  〈 〉 
  ⁄

 может быть выполнено по 

аналогии с логнормальной моделью замыкания К62, а именно с помощью 

функции плотности распределения вероятностей                         .  

Условные продольные структурные функции n-ого порядка (3) при этом 

приобретают следующий вид:  
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(4)  

 

где 〈 〉  и   
   

 – универсальные постоянные статистического характера. В то 

же время полные структурные функции согласно [11] записываются как  
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(5)  

 

с коэффициентом перемежаемости диссипативной жидкости         . Таким 

образом, согласно (5) полная структурная функция второго порядка  
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(6)  

 

и представляет собой закон Колмогорова «двух третей» с универсальным 

коэффициентом   
   

    , [11] и «коэффициентом Колмогорова»      
   

  . 

Аналогом закона двух третей (6) является закон «пяти третей» Обухова [12]  

              〈 〉 
  ⁄

    ⁄        
 〈 〉  ⁄  

 

(7)  

 

где        
   

    ⁄  и волновыми числами     ⁄  и      ⁄ .  

Тестирование закона Колмогорова двух третей  

Тестирование закона Колмогорова двух третей (6) в виде эквивалентного 

волнового спектра энергии мелкомасштабных флуктуаций скорости         (7) 

было выполнено на экспериментальных данных [6] для мелкомасштабной 
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структуры развитого турбулентного течения в слое смешения спутных потоков. 

Соответствующие расчеты были выполнены по формуле ASMTurbS  

        
   ⁄  

 

(8)  

 

где           ,      ,                  и           
  ⁄ 〈 〉 

  ⁄
, [11].  

Результаты расчетов    (8) при различных значениях коэффициента 

внешней перемежаемости   были выполнены с учетом взаимосвязи         и 

с привлечением расчетных данных [11] представлены на Рисунке.  

 
Рисунок. Влияние эффектов перемежаемости  

на волновой спектр энергии продольных флуктуаций скорости.  

Сплошные линии – расчёт при различных значениях коэффициента 

перемежаемости: 𝛾      ∙    ; 𝛾    5     ; 𝛾       , которым 

соответствовали значения коэффициента перемежаемости диссипативной 

жидкости        ;     ;  . Значки и пунктирная линия – опытные данные  

     5 .и расчет [6], выполненные при  
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Заключение  

Представленный математический аппарат теории ASMTurbS (как теории 

автономного статистического моделирования неоднородной мелкомасштабной 

структуры развитых турбулентных течений) позволил выполнить верификацию 

этой теории в свете «казанского» замечания Ландау на примере закона 

Колмогорова двух третей. В результате выяснилось, что с увеличением 

коэффициента перемежаемости уровень локальной неоднородности 

мелкомасштабной структуры турбулентного течения падает, тогда как такая 

структура в случае 𝛾 ≥   5 практически является локально однородной, а 

 При коэффициент Колмогорова можно считать универсальной постоянной.

этом согласно замечанию Ландау коэффициент Колмогорова не является 

постоянным, поскольку в обобщенной области развитого турбулентного 

течения его величина зависит от величины коэффициента внутренней 

перемежаемости. В то же время в диссипативной жидкости, где 

мелкомасштабная структура локально изотропна, величина коэффициента 

Колмогорова универсальна и постоянна.  
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